
問題１８! "
　 nを自然数とする。xy平面内の、原点を中心とする半径 nの円の、内部と周
をあわせたものをCnであらわす。次の条件（＊）を満たす 1辺の長さが 1の正
方形の数をN(n)とする。

（＊）正方形の 4頂点はすべてCnに含まれ、4頂点の xおよび y座標はすべて整
数である。

　このとき、 lim
n→∞

N(n)

n2
= πを証明せよ。　　　　　　　　　　　　　　　　
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（解答例１）第１象限に属する（＊）を満たす 1辺の長さが 1の正方形の数N(n)は
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区分求積法から
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であるから、はさみうちの原理から

lim
n→∞

N(n)

n2
= π

である。■



（解答例２）条件（＊）を満たす 1辺の長さが 1の正方形からなる領域をR(n)とす
る。すると、N(n)はR(n)の面積に一致する。第１象限に属する（＊）を満たす 1

辺の長さが 1の正方形の 4頂点の座標は

(k − 1, i− 1), (k, i− 1), (k − 1, i), (k, i)

である。ただし、kと iの範囲は
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である。0 < r < nを整数とし、原点を中心とする半径 rの円の、内部と周をあわせ
たものをCrとする。Crが領域R(n)に含まれるには、任意の k = 1, 2, . . . , rで
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であるから、
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であればよい。すると、r = n− 2であればよい。すると、
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すると、
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である。■


